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1 Cadre et motivations: sous-groupes discrets et réseaux de PU(2,1)

Mon travail de recherche se situe dans le cadre encore assez peu exploré des groupes discrets d’isométries
de l’espace hyperbolique complexe Hg, et en particulier des réseaux de PU(n,1). Cet espace est I'une
des deux occurrences (avec 1’espace hyperbolique réel) d’un espace symétrique de rang 1 dans lequel
la super-rigidité de Margulis ne s’applique pas. Mais, contrairement au cas réel, trés peu de choses
sont connues sur ces sous-groupes discrets, & commencer par des exemples intéressants. Rappelons que
l’on connait dans le cas réel des groupes de réflexions (voir les constructions de Vinberg, Makarov en
petites dimensions), et que I'on dispose également par la construction de Gromov—Piatetski-Shapiro
d’exemples de réseaux non-arithmétiques en toute dimension.

Dans le cas de PU(n,1), ces questions sont largement ouvertes, méme dans les plus petites di-
mensions. Ceci est dii en grande partie au fait qu’il n’y a pas en géométrie hyperbolique complexe
d’hypersurface (réelle) totalement géodésique, et en particulier pas de notion naturelle de polyedre ou
de groupe de réflexions analogue au cas hyperbolique réel (ou euclidien). Cette situation rend ardues
non seulement les constructions de sous-groupes discrets dans PU (n, 1), mais aussi celles de domaines
fondamentaux pour 'action d’un tel groupe. Les substituts possibles dont on dispose dans Hg sont
les réflexions complexes (ou C-réflexions), isométries holomorphes fixant une hypersurface complexe
totalement géodésique (une copie de HYY ' C HR) et les réflezions réelles (ou R-réflexions) qui sont des
involutions antiholomorphes fixant un sous-espace lagrangien (une copie de Hg C H¢). La plupart des
exemples connus & ce jour sont des sous-groupes engendrés par des réflexions complexes, ou bien des
constructions arithmétiques. L’utilisation de R-réflexions et des plans lagrangiens correspondants est
trés récente (elle a été introduite par Falbel et Zocca dans [FZ] en 1999) et est I’un des fils conducteurs
de ma recherche.

2 Projets en cours

Mon but principal est d’obtenir de nouveaux sous-groupes discrets de PU(2,1). Les problémes qui se
posent sont les suivants. D’abord, disposer d'une méthode pour produire des bons candidats: celle-ci
est fournie par I’étude des configurations de la derniére partie de ma thése. Ensuite, étant donné un
groupe avec des générateurs explicites sous forme matricielle, il reste & déterminer s’il est (contenu
dans) un réseau arithmétique. Si ce n’est pas le cas, la discrétude est un probléme délicat a étudier.
On dispose pour cela de méthodes pour voir si le groupe en question a vraiment de bonnes chances
d’étre discret, par exemple en étudiant de fagon systématique les mots d’une longueur maximale fixée
(& la Schwartz), ou bien en utilisant ’algorithme de Deraux qui utilise la méthode de Dirichlet. Si
ces premiers tests sont concluants, on esaie de fabriquer un domaine fondamental, en utilisant entre
autres les techniques développées dans la deuxiéme partie de ma theése ([DFP]). Ceci nous fournira
d’autres informations sur les sous-groupe, par exemple une présentation ainsi que le volume de 'orbifold
quotient s’il est fini. Il reste alors & déterminer si le groupe en question est vraiment nouveau, c’est-



a-dire s’il n’est pas commensurable & un réseau de la liste de Deligne-Mostow ou Thurston (voir [DM]
et [Th]).

Concretement, je cherche actuellement de nouveaux groupes dans des configurations de type
Mostow, c’est-a-dire des groupes engendrés par une réflexion complexe Ry d’ordre p et une permutation
cyclique d’ordre 3 (notée J précédemment).

2.1 Groupes discrets engendrés par des réflexions complexes d’ordre supérieur

Cette partie est un travail commun avec John Parker ([ParPau]). Nous considérons les groupes tri-
angulaires symétriques dans PU(2,1) engendrés par trois réflexions complexes d’ordre p. Nous nous
intéressons particulierement aux groupes dans lesquels certains mots sont elliptiques, et donnons des
conditions nécessaires de discrétude pour de tels groupes. La motivation principale est que ces groupes
sont des candidats de réseaux non arithmétiques.

Dans [Mos1] Mostow a construit les premiers exemples de réseaux non arithmétiques dans PU (2, 1).
Ces réseaux étaient engendrés par trois réflexions complexes R, Rs et R3 ayant la propriété qu’il existe
une isométrie J d’ordre 3 telle que R, 11 = JRijl. Dans les exemples de Mostow les générateurs
R; ont pour ordre p = 3, 4 or 5. Plus tard Deligne et Mostow ont construit d’autres réseaux non
arithmétiques comme groupes de monodromie de certaines fonctions hypergéométriques dans [DM]
(ces réseaux étaient connus de Picard qui ne considéra pas leur nature arithmétique). Ces réseaux
sont (commensurables &) des groupes engendrés par des réflexions complexes R; pour d’autres valeurs
de p; voir Mostow [Mos2] et Sauter [Sa]. Par la suite, aucun nouveau réseau non arithmétique n’a été
construit.

Dans [Par], Parker a considéré le cas p = 2, c’est-a-dire des involutions complexes I, I5 et I3 avec
une isométrie J d’ordre 3 telle que I; 1 = JI;J —1. En particulier il a utilisé un théoréme de Conway
et Jones ([CJ]) pour classer tous les tels groupes ou I1 I, and I; I5I3 sont elliptiques d’ordre fini.

De fagn remarquable, trouver les groupes pour lesquels R1 Ry et Ri1RsR3 sont elliptiques d’ordre
fini avec p > 3 demande de résoudre la méme équation que pour p = 2. Dans cet article nous utilisons
dans le cas général les solutions de cette équation trouvées dans [Par| en utilisant [CJ].

Nous décrivons 1’espace des configurations de tous les groupes engendrés par une réflexion com-
plexe Ry d’ordre p et une isométrie elliptique réguliere J d’ordre 3 dans PU(2,1). Cet espace
de configurations est paramétré par la classe de conjugaison du produit R;J, que 1’on représente
géométriquement de deux manieres. La premiere, suivant Goldman, Parker, est de considérer la trace
de R;J; ceci détermine la classe de conjugaison de R;J lorsque celui-ci est loxodromique, mais il y a
une indétermination d’ordre 3 s’il est elliptique ou parabolique. La deuxieéme maniére, suivant Pau-
pert, est d’utiliser les invariants géométriques de la classe de conjugaison, & savoir une paire d’angles
pour les isométries elliptiques et une paire (angle, longueur) pour les isométries loxodromiques. Nous
utlisons les deux espaces de parametres dans cet article, ou ’on se concentre sur le cas elliptique.

Notre premier résultat est I’analogue direct du théoréme principal de [Par], et peut étre énoncé
comme suit:

Theorem 2.1 Soit Ry une réflexion complexe d’ordre p et J un elliptique régulier d’ordre 3 dans
PU(2,1). Supposons que R1J et RiRy = RiJRJ™! sont elliptiques. Si le groupe T = (R, Ry, R3)
est discret alors on est dans l'un des cas suivants:

o [ est un réseau de Mostow.
o I' est un sous-groupe distingué d’un groupe de Mostow.

o I' est l'un des groupes sporadiques décrits ci-dessous.



Les groupes sporadiques correspondent aux 18 solutions exceptionnelles venant de [CJ], qui ne
dépendent pas de p (les groupes, eux, changent bien sir avec p). Nous déterminons pour chaque p > 3
lesquels de ces points sont situés dans notre espace de configurations. On doit alors analyser chacun de
ces groupes pour déterminer s’il est discret, si oui si c’est un réseau, et si oui s’il est arithmétique. Nous
illustrons des maniéres d’aborder ces questions en montrant que certains groupes sont arithmétiques,
et d’autres sont non discrets. Nous analysons en détail la situation pour p = 3, qui peut étre résumée
ainsi:

Theorem 2.2 Il y a 16 groupes sporadiques pour p = 3, avec les propriétés suivantes:
o Quatre d’entre eux ont un point fize dans H%.
o Un stabilise une droite complexe.
o Un est contenu dans un réseau arithmetique.
o Les diz autres ne sont dans aucun cas précédent.

La question cruciale est alors de déterminer lesquels des dix groupes restants sont discrets. Nous
donnons une réponse négative pour trois d’entre eux, en trouvant des mots elliptiques d’ordre infini
dans ces groupes.

La figure 1 montre le cas ou R; est d’ordre 3; le triangle extérieur est le polygone des configurations
donné par la derniére partie de ma theése. La courbe “en zig-zag” a en fait deux composantes qui
correspondent aux deux familles évoquées ci-dessus; on a également marqué les 16 points sporadiques
(deux des points cités dans le théoréme ci-dessus sont & l'extérieur du triangle de configurations).

Notons que les seuls groupes discrets connus dans cette image sont les réseaux de Mostow de
[Mosl], tous situés sur le petit segment horizontal (voir derniére partie de ma thése).

Le miracle (ou le coup de chance) de cette approche est que les solutions en termes d’angles
(données par le théoreme de Conway et Jones) sont les mémes pour toutes les valeurs de p; il n’y a que
le polygone de configurations associé qui change (et il y a alors plus ou moins de solutions possibles).
La figure 2 illustre ce phénomeéne pour p = 2,3, ...10.

2.2 Domaines fondamentaux pour les groupe sporadiques de réflexions complexes

Il reste & compléter le projet esquissé ci-dessus. L’étape suivante consiste & trouver lesquels de tous
ces groupes sporadiques sont discrets, et si oui lesquels sont des réseaux. Notons qu’il y a une infinité
de groupes & étudier (certains points sporadiques sont dans ’espace des configurations pour tout p).

La maniére la plus raisonnable d’aborder ces questions est de construire des domaines fondamen-
taux pour ’action de ces groupes sur H(%, dans le cadre du théoréme du polyedre de Poincaré. Ceci
demande du travail (au moins quelques mois), mais répondra aux deux questions a la fois. Cela nous
donnera aussi des informations sur les groupes contenus dans des réseaux arithmetiques (ont-ils indice
fini? si oui, quel est I'indice?). On peut espérer utiliser une variante de la construction de [DFP], les
générateurs étant de la méme forme. Nous avons déja analysé les classes de conjugaison de certains
mots cruciaux du groupe (comme les produits RjRa, les mots de tresse RiRoR1 R, lRflRE 1, et les
“mots de Mostow” RoR1J et J _1R1R2). Dans les trois cas mentionnés ci-dessus on obtient des mots
elliptiques d’ordre infini (et donc la non-discrétude du groupe), mais dans les cas restants les tests
préliminaires de discrétude sont concluants.



Figure 1: Groupes discrets dans le triangle des configurations pour p = 3
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Figure 2: Groupes discrets et polygone de configurations pour p = 2,3, ...10
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3 Projets pour un futur proche

3.1 Groupes de réflexions

A part les groupes purement loxodromiques (obtenus par exemple par déformation de groupes fuch-
siens), les seuls sous-groupes discrets connus de I'som(Hg) sont de ce type. Rappelons qu'il existe
dans I'som(Hg) deux types de réflexions: les C-réflexions qui sont des isométries holomorphes fixant
une hypersurface complexe totalement géodésique (une copie de Hg_l C Hg), et les R-réflexions qui
sont des involutions antiholomorphes fixant un sous-espace lagrangien (une copie de Hg C H). Ily a
beaucoup de questions ouvertes concernant les groupes de réflexions dans Isom(HE), parmi lesquelles
on abordera les suivantes:

e Groupes de réflexions finis:

Les groupes finis de réflexions complexes ont été classés par Shephard et Todd (voir aussi Broué-
Malle-Rouquier). Dans [FPau] nous avons prouvé que tout sous-groupe fini de U(2) est (d’indice
2 dans un groupe) engendré par des R-réflexions. Est-ce vrai dans U(n)? Sans doute pas. La
question est alors de classer les tels sous-groupes de U(n).

¢ Réseaux engendrés par des réflexions en dimension supérieure:

En géométrie hyperbolique réelle, il est connu que les réseaux engendrés par des réflexions
n’existent qu’en petite dimension. Vinberg a prouvé qu’il n’existe pas de polyedre de Cox-
eter compact dans Hy pour n > 30, et Prokhorov qu’il n’existe pas de polyedre de Coxeter de
volume fini dans Hg pour n > 996 (les exemples connus sont en dimension n < 8 pour le premier
cas et n < 21 pour le second).

La situation est-elle analogue dans PU(n,1)? Les exemples connus (Deligne-Mostow, Mostow,
Allcock) sont en dimension n < 13 (et méme n < 9 sauf un exemple d’Allcock). Un obstacle de
taille est qu’il n’y a pas d’analogue des polyedres de Coxeter.

e Réseaux non arithmétiques engendrés par des réflexions:

Des exemples de réseaux non arithmétiques dans PU (n, 1) sont connus seulement pour n = 2 (14
réseaux diis & Picard, Mostow, Deligne-Mostow) et n = 3 (un seul exemple, non compact, dii
a Deligne-Mostow). Nous espérons trouver de nouveaux exemples dans les familles de groupes
triangulaires de C-réflexions décrites ci-dessus. On peut encore imaginer appliquer nos méthodes
géométriques directes en dimension 3 et peut-étre 4, mais au-deld ce n’est pas raisonnable.

3.2 Groupes discrets engendrés par des transformations elliptiques régulieres

On pourra également explorer le cas général de groupes engendrés par deux transformations elliptiques
quelconques, ou 'espace des configurations est beaucoup plus gros. Cela semble a priori sans espoir
de trouver des groupes discrets isolés dans ce gros espace de parameétres, mais les méthodes de la
derniere partie de ma theése permettent de déterminer de “bonnes ”familles 4 un parametre 4 examiner.
Précisément, si les trois paires d’angles de A, B et AB sont fixées, il y a une famille 4 un parameétre
de tels groupes engendrés par des R-réflexions, et ceci permet de fouiller systématiquement de telles
familles.

4 Questions liées

e Espaces de représentations de groupes de surface dans PU (n,1) et groupes hyperboliques com-
plexes quasi-fuchsiens. Variétés de caractéres de variétés de dimension 3.



e Existence de structures CR-sphériques sur les variétés de dimension 3 (Schwartz, Falbel)

e Faux plans projectifs (Mumford, Klingler, Yeung, Prasad)

e Structures hyperboliques complexes sur des espaces de modules d’objets algébriques (Allcock—
Carlson-Toledo)

e Variétés kihleriennes compactes de courbure négative non revétues par la boule (Mostow—Siu,
Deraux)

e Dynamique de I'action du mapping class group sur 1’espace de représentations d’un groupe de
surface dans PU(n,1) (Goldman, Burger-Tozzi-Wienhard)

e Spectre de I'opérateur de Laplace-Beltrami automorphe sur les quotients arithmétiques de la
boule (Francsics—Lax, Sarnak)
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